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をN = {1, 2, · · · , n}，プレイヤー i ∈ N の戦略集合を Siとし，戦略空
間を S = Πi∈NSi = S1 × · · · × Snとする．また，プレイヤー i ∈ N の利
得関数を ui : S → R，全体の利得関数を u = (u1, u2, · · · , un) : S → Rn
とし，これらから成る戦略形ゲーム Γ = (N,S,u)を考える．以下では，
S−i = Πj∈N\{i}Sj，s−i = (s1, s2, · · · , si−1, si+1, · · · , sn) ∈ S−i，x ∈ Siに対
して (s−i, x) = (s1, s2, · · · , si−1, x, si+1, · · · , sn) ∈ Sと表す．ポテンシャ
ル関数を以下のように定義する．
定義 1. [9] 任意のプレイヤー i ∈ N において，任意の戦略 x, z ∈ Si，お
よび s−i ∈ S−iについて，
ui(s−i, x)− ui(s−i, z) > 0 ⇔ P (s−i, x)− P (s−i, z) > 0





定義 2. 戦略 s ∈ Sが純粋戦略ナッシュ均衡であるとは，任意のプレイ
ヤー i ∈ N について，iの任意の戦略 x ∈ Siと他プレイヤーの任意の戦
略 s−i ∈ S−iに対して，









頂点集合 V，有向辺集合 Aからなる有向グラフ G = (V,A)上の経路
選択ゲーム Γを定義する．記法の簡略化のため，u, v ∈ V 間の u-vパス
(u,w1, · · · , wm, v)を，一対一対応する辺の部分集合 pu,v ⊆ Aとして表す．
プレイヤーの集合をN = {1, · · · , n}，グラフG上の出発地と目的地のペア
であるODペアの集合をOD = {(si, ti) ∈ V × V | i ∈ N, si ̸= ti}とする．
各ODペア (si, ti)に対して，si-tiパスの集合を Pi ⊆ 2Aとする．任意の
プレイヤー i ∈ N はODペア (si, ti)に対してR+ = {x ∈ R | x ≥ 0}とし
て，流量Xi ∈ R+を流そうとする．プレイヤー iの戦略集合をSi = {x ∈
R|Pi| |
∑
p∈Pi xp = Xi}とし，戦略空間を S = Πi∈NSi = S1 × · · · × Sn，戦
略ベクトルを s ∈ Sと表す．戦略 s = (x1,x2, · · · ,xn)は各経路にどのく
らいの流量を流すかを要素として持つため，ネットワーク上のフローを





















とする．これらを用いて経路選択ゲームΓ = (G,N,OD,S, c)と定義され



















∗) if xip > 0
c̃p(s











xip = Xi ∀i ∈ N





















− ϕi, ∀i ∈ N.
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xip = 0, ∀i ∈ N. (4)













− ϕi ≥ 0 ∀i ∈ N,∀p ∈ Pi.









≥ ϕi (xip = 0).











となる．xip > 0となるような経路においては c̃p(s
∗) = Ci(s∗)が成立す









定義 4. ブライスのパラドックス [13]とは，既存のネットワークに対し
て，OD間の経路を短絡するような辺を追加した場合に，追加後のOD間
の均衡解で発生するコストが増加するような現象のことである．
(a) 初期ネットワーク (b) パス増加後
図 1: ブライスのパラドックスにおけるネットワーク
初期ネットワーク図 1(a)にコスト 0の有向辺 v → wを追加した図 1(b)
がパス増加後のネットワークである．これらのネットワークにおける均
衡解を考える．均衡解を以下に示す．





図 2(a)初期ネットワーク 1.5 1.5 1.23













である．k + 1回目の反復におけるプレイヤー iの経路 pの流量を
xip(k + 1) = x
i




































定義 5. 有限集合Eとその部分集合族Iが以下の性質を満たすとき，(E, I)
はマトロイドであるという [17]．
• ∅ ∈ I
• I ⊆ J ∈ I ⇒ I ∈ I
• I, J ∈ I, |I| < |J | ⇒ ∃j ∈ J\I : I ∪ {j} ∈ I











いて述べる．ある関数 f : X → Rnを目的関数として，f を最小化する解
x ∈ Sを求める最適化問題
min f(x)





x ∈ X gi(x) ≤ 0 (i = 1, · · · , l)


















利用可能な資源の数が任意の値 k ∈ N以下となるような一様マトロイ
ド制約付き混雑ゲームを考える．各プレイヤー i ∈ N の戦略集合と，戦
略集合から求められる戦略空間を以下のように定義する．
Si =




xp = Xi, P
i
use ⊆ P, |P iuse| ≤ k, ∀q ∈ P\P iuse, xq = 0
 ,



















































xp = X ∀i ∈ N∑
p∈Pi
yp ≤ k ∀i ∈ N
xp ≤ yp ∀i ∈ N,∀p ∈ Pi
xip ≥ 0 ∀i ∈ N,∀p ∈ Pi
yp ∈ {0, 1} ∀i ∈ N,∀p ∈ Pi.
(6)
4.2 性質




























































に，x1 = 0, x2 = xとおくことで補題が示された．
命題 1. 経路選択ゲームにおけるポテンシャル関数は凸関数である．































図 4(a)上限なし 0.2 1.5 0.1


























a (s), a ∈ A,
ccsa = b, 0.5 ≤ b ≤ 1.0,


























xp = X ∀i ∈ N∑
p∈Pi
yp ≤ k ∀i ∈ N






xip ∀a ∈ A
xip ≥ 0 ∀i ∈ N, ∀p ∈ Pi








グラフクラス サイズ 辺密度 ODペア数 経路本数上限
格子グラフ 5× 5 - 2 上限なし
格子グラフ 5× 5 - 2 5
格子グラフ 5× 5 - 2 3
ランダムグラフ 20 0.1 2 上限なし
ランダムグラフ 20 0.1 2 5
ランダムグラフ 20 0.1 2 3
ランダムグラフ 20 0.1 4 上限なし
ランダムグラフ 20 0.1 4 5
ランダムグラフ 20 0.1 4 3
本実験で比較する項目はポテンシャル関数および各インスタンス内で
のODペアでの経路コストである．まず，格子グラフについての実験結













































上限 5本と上限 3本 0.9497
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No. OD 上限なし 上限 5本 上限 3本 5本との差 3本との差
1
1 7.8606 7.8606 8.0545 0.0000 0.1939
2 8.1220 8.1220 8.3962 0.0000 0.2742
2
1 7.7833 7.7833 7.9960 0.0000 0.2128
2 7.6437 7.6437 7.8288 0.0000 0.1852
3
1 8.0626 8.0626 8.2958 0.0000 0.2332
2 7.9015 7.9015 8.1268 0.0000 0.2253
4
1 7.8913 7.8913 8.2475 0.0000 0.3562
2 8.0881 8.0881 8.1935 0.0000 0.1054
5
1 7.9184 7.9181 8.0642 -0.0004 0.1458
2 7.7350 7.7323 7.9857 -0.0027 0.2506
6
1 8.3050 8.3636 8.5285 0.0586 0.2234
2 7.9301 7.9648 8.1882 0.0347 0.2580
7
1 8.0094 8.0094 8.3142 0.0000 0.3047
2 8.1219 8.1219 8.2872 0.0000 0.1653
8
1 7.9103 7.9103 8.0286 0.0000 0.1184
2 8.0392 8.0392 8.2859 0.0000 0.2467
9
1 7.6265 7.6265 7.8508 0.0000 0.2243
2 8.1353 8.1353 8.3431 0.0000 0.2078
10
1 7.7367 7.7515 7.8897 0.0148 0.1530
2 7.8909 7.9041 7.9803 0.0132 0.0894
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表 12: ODペア 2組のランダムグラフにおけるODペア間経路コスト
No. OD 上限なし 上限 5本 上限 3本 5本との差 3本との差
1
1 5.6511 5.6511 5.6511 0.0000 0.0000
2 3.3505 3.3505 3.3505 0.0000 0.0000
2
1 1.9635 1.9635 1.9635 0.0000 0.0000
2 3.9112 3.9112 3.9112 0.0000 0.0000
3
1 3.0759 3.0759 3.0759 0.0000 0.0000
2 6.4277 6.4277 6.4277 0.0000 0.0000
4
1 5.1772 5.1772 5.2147 0.0000 0.0375
2 1.5156 1.5156 1.5156 0.0000 0.0000
5
1 4.8340 4.8340 4.8552 0.0000 0.0212
2 1.6604 1.6604 1.6604 0.0000 0.0000
6
1 2.7630 2.7630 2.7630 0.0000 0.0000
2 7.7824 7.7824 7.7824 0.0000 0.0000
7
1 4.0173 4.0173 4.0173 0.0000 0.0000
2 2.3264 2.3264 2.3264 0.0000 0.0000
8
1 6.5204 6.5204 6.5204 0.0000 0.0000
2 2.7704 2.7704 2.7704 0.0000 0.0000
9
1 5.8790 5.8790 5.8790 0.0000 0.0000
2 2.8140 2.8140 2.8140 0.0000 0.0000
10
1 7.8337 7.8337 7.8337 0.0000 0.0000
2 3.4816 3.4816 3.4816 0.0000 0.0000
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表 13: ODペア 4組のランダムグラフにおけるODペア間経路コスト
No. OD 上限なし 上限 5本 上限 3本 5本との差 3本との差
1
1 1.0976 1.0976 1.0976 0.0000 0.0000
2 5.1404 5.1404 5.1404 0.0000 0.0000
3 4.0904 4.0904 4.1452 0.0000 0.0548
4 1.7180 1.7180 1.7180 0.0000 0.0000
2
1 10.6453 10.6453 10.6453 0.0000 0.0000
2 1.7581 1.7581 1.7581 0.0000 0.0000
3 3.0402 3.0402 3.0402 0.0000 0.0000
4 4.6422 4.6422 4.6422 0.0000 0.0000
3
1 4.2545 4.2545 4.2545 0.0000 0.0000
2 1.2870 1.2870 1.2870 0.0000 0.0000
3 8.7575 8.7575 8.7575 0.0000 0.0000
4 2.6484 2.6484 2.6484 0.0000 0.0000
4
1 8.5072 8.5072 8.5191 0.0000 0.0119
2 3.6017 3.6017 3.6603 0.0000 0.0585
3 5.8500 5.8500 5.8041 0.0000 -0.0459
4 5.7419 5.7419 5.7142 0.0000 -0.0277
5
1 5.9593 5.9593 5.9593 0.0000 0.0000
2 3.0330 3.0330 3.0330 0.0000 0.0000
3 3.1328 3.1328 3.1328 0.0000 0.0000
4 4.4400 4.4400 4.4400 0.0000 0.0000
6
1 4.5509 4.5509 4.5509 0.0000 0.0000
2 5.0239 5.0239 5.0239 0.0000 0.0000
3 12.3043 12.3043 12.3043 0.0000 0.0000
4 14.4678 14.4678 14.4678 0.0000 0.0000
7
1 3.9030 3.9030 3.9030 0.0000 0.0000
2 2.9283 2.9283 2.9283 0.0000 0.0000
3 3.5357 3.5357 3.5357 0.0000 0.0000
4 2.7008 2.7008 2.7008 0.0000 0.0000
8
1 5.5492 5.5492 5.5492 0.0000 0.0000
2 2.7227 2.7227 2.7227 0.0000 0.0000
3 7.6044 7.6044 7.6044 0.0000 0.0000
4 4.6434 4.6434 4.6434 0.0000 0.0000
9
1 3.9982 3.9982 3.9982 0.0000 0.0000
2 1.5101 1.5101 1.5101 0.0000 0.0000
3 4.3665 4.3665 4.3665 0.0000 0.0000
4 2.7353 2.7353 2.7353 0.0000 0.0000
10
1 4.8073 4.8073 4.8073 0.0000 0.0000
2 3.3388 3.3388 3.3388 0.0000 0.0000
3 5.1006 5.1006 5.1006 0.0000 0.0000








表 14: 格子グラフのインスタンス 1におけるポテンシャル関数値
上限なし 5本 3本
13.6638 13.6638 13.8425
表 15: 格子グラフのインスタンス 1におけるODペア間経路コスト
No. OD 上限なし 上限 5本 上限 3本 5本との差 3本との差
1
1 7.8606 7.8606 8.0545 0.0000 0.1939









グラフクラス サイズ 辺密度 ODペア数 経路本数上限
格子グラフ 4× 4 - 2 上限なし
格子グラフ 4× 4 - 2 5
格子グラフ 4× 4 - 2 3
ランダムグラフ 20 0.1 2 上限なし
ランダムグラフ 20 0.1 2 5
ランダムグラフ 20 0.1 2 3
ランダムグラフ 20 0.1 4 上限なし
ランダムグラフ 20 0.1 4 5










表 17: 格子グラフにおける各上限値での計算時間 [sec.]
上限なし 上限 5本 上限 3本
1 51.4654 0.3094 0.8532
2 246.9515 0.3486 0.1678
3 144.5244 7.6221 0.9645
4 158.0815 4.2298 1.5799
5 347.6425 1.2647 0.2513
6 545.2877 0.5095 0.3095
7 183.9172 0.7227 1.2187
8 126.9466 0.8002 0.3983
9 181.5818 11.0754 0.4112
10 145.5730 3.8306 0.2050
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表 18: ODペア 2組のランダムグラフにおける各上限値での計算時間 [sec.]
上限なし 上限 5本 上限 3本
1 1.5993 0.1458 0.1460
2 2.0583 0.1752 0.1890
3 2.0724 0.0966 0.1094
4 0.4899 0.4693 0.4548
5 0.3399 0.2984 0.2807
6 0.5652 0.3849 0.3770
7 1.2532 0.1752 0.1710
8 18.4642 0.2182 0.2148
9 0.1105 0.0151 0.0242
10 2.2438 0.3551 0.3433
表 19: ODペア 4組のランダムグラフにおける各上限値での計算時間 [sec.]
上限なし 上限 5本 上限 3本
1 1.9036 0.2206 0.2010
2 311.7823 16.4764 15.0408
3 2.3077 0.3956 0.4102
4 23.1325 0.1722 0.1850
5 2.7364 0.5397 11.6399
6 19.8533 0.4273 9.3684
7 28.9290 5.5759 4.9389
8 3.0406 0.1323 0.1362
9 0.2978 0.0209 0.0359
10 4.9860 2.9031 2.9072
表 20: 各グラフクラスでの平均比較 [sec.]
上限なし 上限 5本 上限 3本
格子グラフ 213.1972 3.0713 0.6359
ランダムグラフ/ODペア 2組 2.9197 0.2334 0.2310
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